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摘  要：针对无线传感器网络的最差覆盖和最佳覆盖，探寻如何解决二维目标区域内的“ k −覆盖问题”，提

出了一种解决此问题的多项式时间算法。该算法基于扩展圆盘的几何图形提出了一系列的定义和定理，将“ k −

覆盖问题”转化成了寻找相邻分界线的问题。仿真结果表明，算法可在多项式时间内计算出最优 k −违反路径

和最优 k −支持路径，从而合理规避或选取网络覆盖点。 
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Abstract: How to solve the k-coverage problem, which was divided into worst-case and best-case, inside the 

two-dimensional target area in wireless sensor networks was explored, and a polynomial time algorithm for solving 

this problem was put forward. In this algorithm, a series of definitions and theorems were proposed based on the 

geometric graph of growing disks, and the k-coverage problem was transformed into one of finding a series of adja-

cent borders. The simulation results show that the algorithm could compute the optimal k-breach path and k-support 

path in polynomial time, so as to avoid or select the network coverage reasonably. 
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1  引言 

覆盖问题是传感器网络的基本问题之一，网

络覆盖反映了某一区域被传感器节点监视或跟踪

的效果，因此它是传感器网络为确保 QoS 必须采

取的最重要的措施之一[1]。本文针对传感器网络

覆盖问题的两种情况，即最差覆盖和最佳覆盖，

探寻如何解决二维目标区域内的“ k −覆盖问题”，
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也就是如何实现区域内的任一点至少被 k 个传感

器节点覆盖（即覆盖度等于 k ，其中 k 是预定义的

常量[2,3]），并以此作为评价传感器网络覆盖质量

的重要依据[4]。最差 k −覆盖问题和最佳 k −覆盖问

题分别研究的是：如何寻找一条连接起点 I 和终

点 F 的路径，分别使得可观测性（检测概率）的

最大值最小化和最小值最大化。本文提出解决这两

个问题的算法——多项式时间算法。 

2  基于 UDG 的几何图形 

2.1  问题的描述 

假定传感器节点集为 S ，在连续二维平面Ω

内分布有 n个点，对于任意传感器节点 is S∈ ，其

位置坐标为 ( , )i ix y 已知。在平面Ω 内 I 为起点，

F 为终点。另外，假定任何传感器节点的最大传

输范围相同。因此，节点集 S 定义的是连通的单

位圆盘图（unit disk graph，UDG）[5]。 

定义 1  （ k 距离）假定二维平面Ω 内的点，

jpoi 的 k 距离表示：从点 jpoi 到距离 jpoi 最近的

第 k 个传感器节点之间的欧几里得距离，记作 jkd 。 

如果 poij的 k 距离为 jkd ，那么在 jpoi 的 jkd 范

围内，刚好存在 k 个传感器节点。假定每个传感器

节点的感知范围为 r， jpoi 的覆盖度为deg( )jpoi ，

显然当且仅当 jkr d≥ ， deg( )jpoi k≥ 。 

定义 2  （ k −违反值和 k −支持值）假定 P 为

连接起点 I 和终点 F 的路径，路径 P 上所有点的

k 距离的最小值，称作 P 的 k −违反值，记作 PkB ；

路径 P 上所有点的 k 距离的最大值，称作的 k −支
持值，记作 PkS 。 

例如，假设 k=3，点 A、 B 、C 是路径 P < >

上的 3 个点，它们的 k 距离如图 1 所示。显然

3 3 3j j jd d d′ ′′ ′′′> > ，因此路径 P 的 k−违反的最小值

为 3jd ′′′ ，而 P 的 k −支持的最大值为 3jd ′ 。 

根据以上定义，最差 k −覆盖问题即最大 k −

违反路径问题，最佳 k −覆盖问题即最小 k −支持

路径问题，可作如下定义。 

 
图 1  k −违反值和 k −支持值示意 

定义 3  （最大 k −违反路径和最小 k −支持路

径）二维平面Ω 内，起点 I 和终点F 之间，由所有

具有最大 k −违反值的点形成的路径，称作最大 k −

违反路径，记作 BkP ；由所有具有最小 k −支持值的

点形成的路径，称作最小 k −支持路径，记作 SkP 。 

2.2  圆盘的扩展 

假设每个传感器节点初始状态是以自身为中

心，辐射半径为 0 的圆盘，然后此圆盘以相同的速

率向外扩展[6]。假定 ( , )D S r 表示平面Ω 内，以传

感器节点集 S 内的所有节点所处位置为圆心，半

径为 r 的圆盘所覆盖的区域。未覆盖到的区域，

即 ( , )D S r 的补集表示为 ( , )D S r [7]。假定 ( , , )D S k r

表示至少被 k 个圆盘覆盖的区域，显然当 k 增大

时， ( , , )D S k r 将减小。另外，对于 1k∀ ≥ ，都有

( , , ) ( , )D S k r D S r≤ 成立。假定 ( , , )D S k r 为平面Ω
内 ( , , )D S k r 的补集，那么有以下定理。 

定理 1  当且仅当 ( , , )P D S k r∈ 时， PkB r> 。 

证明：当 ( , , )P D S k r∈ 时，如果在 ( , , )D S k r 内

存在点 ( , )j j jpoi x y= ，那么根据 ( , , )D S k r 的定义，

点 jpoi 将至多被（ 1k − ）个圆覆盖。这表明，点

jpoi 至多处于（ 1k − ）个传感器节点形成的半径

为 r 的辐射圆之内，这也反过来表明， jpoi 的

k 距离> r 。因此，对于区域 ( , , )D S k r 内的任意路

径 P 来说，根据定义 2 有： PkB r> 。 

另一方面，如果区域 ( , , )D S k r 内存在点

jpoi P∈ ，可以确定 jpoi 将至少被 k 个圆覆盖。

这表明，点 jpoi 至少处于 k 个传感器节点形成的

半径为 r 的辐射圆之内，这反过来表明， jpoi 的

k 距离≤r，即 jkd r≤ 。同理根据定义 2 有：

Pk jkB d r≤ ≤ 。综上所述，结论成立。 
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定理 1 表明，如果 ( , , )P D S k r∈ ，那么 P 是

一条大于的 k −违反路径。图 2 是 2k = 的例子，

区域 ( ,2, )D S r 是图中的阴影部分。 

 
图 2  大于 r 的“2−违反”路径 

同理可得定理 2。 

定理 2  当且仅当 ( , , )P D S k r∈ 时， PkS r≤ 。 

显然，圆半径 r 增大，那么 ( , , )D S k r 将会增

大， ( , , )D S k r 将会减小。根据定理 1，“最差 k −

覆盖问题”实际上就是如何确定最大半径 r ，使

得在区域 ( , , )D S k r 内，存在一条连接点 I 和 F 的

路径 P 。同理，根据定理 2，“最佳 k −覆盖问题”

实际上就是如何确定最小半径 r ，使得在区域

( , , )D S k r 内，存在一条连接点 I 和 F 的路径 P 。

以上两个问题可通过二分查找算法解决[8]，但要

先解决以下两个问题。 

问题 1  假定在平面Ω 内，传感器节点集为 S，

k 和 r 的值、起点 I 和终点 F 均给定，那么在区

域 ( , , )D S k r 内是否可建立一条连接点 I 和 F 的

路径 P 。 

问题 2  假定在平面Ω 内，传感器节点集为 S，

k 和 r 的值、起点 I 和终点 F 均给定，那么在区

域 ( , , )D S k r 内是否可建立一条连接点 I 和 F 的

路径 P 。 

3  解决方案——多项式时间算法 

3.1  子区域及其分界线 

假定在平面Ω 内，传感器节点集为 S ，节点

的感知半径为 r 。假定表示 n个半径为 r 的辐射圆

的集合，那么C 内的圆周线就将平面Ω 划分成若

干个子区域，它的分界线就由“弧”或者“弧+线段”

组成。其中，线段为矩形平面Ω 的边界线，如图 3

所示。因此，每个子区域可能是多个圆形成的交集，

也可能是平面Ω 内不被任何圆覆盖的部分。 

 
图 3 子区域及其分界线 

考虑以下两种情况[9]：两个圆的圆周线，它

们可能相交于两个点；一条平面Ω 的边界线和一

个圆的圆周线，它们可能相切于一点。如果两个

点（交点或切点）满足“同为相同圆周线上的点，

且两点之间再无其他交点或切点”或“同为平

面Ω 边界线上的点，且两点之间再无其他交点或

切点”，那么，这两个点互为相邻点。 

在图 3 中，圆 A 与圆 B 相交于两点 Npoi 和

Qpoi ，圆 A和圆C 相切，切点为 Mpoi 。点 Npoi 和

Qpoi 为圆 A或圆 B 的圆周线上的点，且两点之间

没有其他交点或切点，因此，点 Npoi 和 Qpoi 互为

相邻点。从图 3 可看出，每个子区域的分界线是

一段弧，或者是平面Ω 边界线中两个相邻交点或

切点之间的线段。 

定义 4  （子区域的覆盖度）如果在平面Ω 内

存在一个由 ω 个圆相交形成的子区域 iseg ，

0 nω≤ ≤ ，那么该子区域 iseg 的覆盖度为ω，表

示为 deg( )iseg 。 

子区域及其分界线如图 3 所示， Useg 是圆 A与

圆B 相交形成的子区域，而子区域 Vseg 没有被任

何圆覆盖，因此：deg( ) 2Useg = ，deg( ) 0Vseg = 。

由于子区域是圆与平面Ω 相交形成的最小区域，

因此，子区域内的所有点都被相交圆所覆盖[10]。 
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定义 5  （分界线的覆盖度）假定两个相邻

子区域相交的分界线 ibor 为一段弧或平面的一段

边界线，且 i jbor seg∈ ，其覆盖度表示为 deg( )ibor ，

有： deg( ) deg( )i jbor seg= 。 

由于这段弧是由两个相邻子区域相交的公共

部分，分属的两个子区域的覆盖度可能不相同，

所以根据定义 5 来计算这段弧的覆盖度就会产生

矛盾[11]。为此特做以下定义。 

定义 6  （内弧和外弧）假定弧 iarc 位于圆

jdis 的圆周线上，内弧指的是圆 jdis 里边的弧，外

弧指的是圆 jdis 外边的弧。 

在图 4 中，弧 AB
∩

被划分成内弧 _ innerABarc 和

外弧 _ outerABarc ，根据定义 4~6，有： 

 _ inner _ outer,AB N AB Marc seg arc seg∈ ∈ ； 

 
_ innerdeg( ) deg( ) 2AB Narc seg= = ； 

 
_ outerdeg( ) deg( ) 1AB Marc seg= = 。 

总之，对于任意弧O
∩

，有： _ innerdeg( )Oarc =  

_ outerdeg( ) 1Oarc + 。 

 
图 4  内弧和外弧 

定义 7  （相邻分界线）如果两段分界线（内

弧、外弧或边界线）具有公共点，那么称这两段

分界线为相邻分界线。 

根据定义 7，由于同一段弧的内弧和外弧具有

无限多个共同点，因此它们互为相邻弧。当且仅

当两段分界线具有相同交点或切点时，它们互为

相邻分界线，如图 3 所示。由于子区域可看成是

由若干相邻分界线形成的，因此，这些分界线具

有和子区域相同的覆盖度。 

定义 8  （相邻子区域）如果 A Abor seg∈ 和

B Bbor seg∈ 为子区域 Aseg 和 Bseg 的分界线，且

Abor 和 Bbor 互为相邻，那么子区域 Aseg 和 Bseg 互

为相邻。 
根据定义 8，当且仅当子区域 Aseg 和 Bseg 互

为相邻时，可直接从 Aseg 跨越到 Bseg 。如果分界

线是一段弧，可通过 4 个参数对其进行定义，即：

圆心、圆半径以及弧端点处的两个倾角；如果分

界线是边界线的一部分，可通过其所属的边界线

及其两个端点进行定义。如果已知圆心、圆半径

和边界线，可根据几何方法计算出圆的端点[12]。

因此，计算分界线的函数“border-calculate(S,r)”

的伪代码如下。 

Procedure: border-calculate /*计算所有的分界

线，并且判定两段分界线是否为相邻分界线  

input: 传感器节点集 S={s1, s2,…, sn}，圆半径 r 

output: 分界线集{bor1, bor2,…, bork} 

for i = 1 to i = n 

计算 diski 和所有其他圆或边界线的交点或

切点  

for 圆周线上的每对相邻交点或切点 

定义分界线 borj  

划分 borj 为内弧和外弧 

for 平面边界线上的每对相邻交点或切点 

定义分界线 borj  

/*计算每段分界线的覆盖度 

for 每段分界线 borj 

switch（分界线类型）  

case borj 为边界线的一部分  

选取点 poij bor∈ j  

计算点 poij的 r 范围内传感器节点数量 

case borj 为一段外弧 

选取点 poij bor∈ j  

计算点 poij 的 r 范围内传感器节点数

量，不包括 poij 所属圆的中心节点 

case borj 为一段内弧 

选取点 poij bor∈ j  
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计算点 poij 的 r 范围内传感器节点数

量，包括 poij 所属圆的中心节点 

/*判定两段分界线是否互为相邻分界线 

set 所有分界线为非相邻分界线 

for 每个交点或切点 poii  

if poii 为 borA和 borB的端点 

set borA和 borB为相邻分界线 

end 

3.2  最差 k −覆盖问题 

区域 ( , , )D S k r 可能由多个覆盖度均小于 k 的

子区域组成，如果两个子区域彼此相邻，那么在

区域 ( , , )D S k r 内，可直接从一个子区域跨越到另

一个子区域。假设 Iseg 和 Fseg 分别表示起点 I 和

终点F 所在的子区域，那么第 2 节中的问题 1 可表

述成：是否存在一系列子区域 1 2, , ,seg seg  

mseg ，使得： 

 FmI segsegsegseg == ,1 ； 

 iseg 和 1iseg + 彼此相邻（ 1,2, , 1i m= − ）； 

 deg( )iseg k< （ 1,2, ,i m= ）。 

根据定义 7 和定义 8，问题 1 可转化为寻找一

系列相邻分界线的问题，即：是否存在一系列分

界线 1 2, , , rbor bor bor ，使得： 

 1 ,I r Fbor seg bor seg∈ ∈ ； 

 ibor 和 1ibor + 彼此相邻（ 1,2, , 1i r= − ）； 

 deg( )ibor k< （ 1,2, ,i r= ）。 

如果在平面Ω 内，定义所有子区域的分界线集

合已知，那么可通过广度优先搜索算法（BFS）[13]

来解决以上问题。搜索过程的函数“connection({bor1, 

bor2,…, bork}, borI, borF)”伪代码如下。 

Procedure: connection /*判定在区域 ( , , )D S k r

内是否可建立一条连接点 I 和 F 的路径 

input: 边界线集合{bor1,bor2,…, bork}, borI 

∈ segI , borF ∈ segF 

output: 布尔变量结果值 

if deg(borI )≥ k 或 deg(borF ) ≥ k 

result = 0 

return 

取消所有分界线的标记 

标记 borI /*起始于 borI  

list L = borI 

tree T = borI 

while（L 非空） 

从链表 L 头选取分界线 borv  

从链表 L 删除分界线 borv  

for borv相邻的每段分界线 borw  

if deg(borw) < k 

标记 borw  

在树 T 上将 borw作为 borv的孩子  

在链表 L 尾增加 borw  

if borF被标记  

result = 1 

return 

else 

result = 0 

return 

end 

可通过二分搜索算法[14]确定 r 的最大值，使

得在区域 ( , , )D S k r 内可建立一条连接 I 和 F 的路

径。搜索过程的伪代码如下。 

set upper bound /*设定搜索空间的上限值  

set lower bound /*设定搜索空间的下限值  

set iteration /*设定迭代次数  

for i = 1 to iteration 

r = (upperbound + lowerbound)/2 

{bor1, bor2, …, bork}=border-calculate(S, 

r) /*调用函数 border-calculate(S,r)，计算所有的

分界线  

connection({bor1, bor2, …, bork}, borI, borF) 

/*调用函数 connection({bor1, bor2, …, bork}, borI, 

borF )判定在区域 ( , , )D S k r 内是否可建立一条连

接点 I 和 F 的路径 

if result = 1 
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lowerbound = r 

else 

upperbound = r 

end 

上限值和下限值可根据平面维度以及传感器

节点的密度来设定。每次迭代将使搜索空间减半，

例如，如果搜索空间（| upperbound - lowerbound |）

的值为 1 000，经过 10 次迭代可得到结果，且误

差小于 1。一般情况下，10～20 次迭代可足以确

保结果的准确性[15]。 

当 result = 1 时，搜索过程建立的广度优先生

成树（BFS tree）产生最大违反路径，并确定子区

域 Fseg 的分界线 Fbor ，由此可得到从根部（分界

线 Ibor ）到叶子（分界线 Fbor ）的相邻分界线序

列，并可将它们转化成相应的子区域序列。例如，

假设从广度优先生成树中得到的分界线序列为：

1 2, , , rbor bor bor ，其中 1 ,I r Fbor seg bor seg∈ ∈ 。每

一个分界线 ibor 均用子区域 iseg 取代，这里

i ibor seg∈ ，且1 i r≤ ≤ 。当所有分界线被取代完

毕 ， 将 会 得 到 一 系 列 的 相 邻 子 区 域 ：

1 2, , , rseg seg seg ，其中 1 ,I r Fseg seg seg seg= = ，

那么沿着这些子区域的所有路径均为大于 r 的 k −

违反路径。 

3.3  最佳 k −覆盖问题 

与最差 k −覆盖问题类似，第 2 节中的问题 2

也可转化成以下问题：是否存在一系列分界线

1 2, , , rbor bor bor ，使得： 

 1 ,I r Fbor seg bor seg∈ ∈ ； 

 ibor 和 1ibor + 彼此相邻（ 1,2, , 1i r= − ）； 

 deg( )ibor k≥ （ 1,2, ,i r= < >）。 

最佳 k −覆盖问题和最差 k −覆盖问题的解决

办法类似。根据广度优先搜索算法，从子区域 Iseg

内的一条分界线开始，搜索没有被标记的分界线；

如果分界线 ibor 与一条被标记的分界线相邻，且

deg( )ibor k≥ ，那么 ibor 将被标记，并将其归入已

被搜索的分界线集合。同理，可通过二分搜索算

法确定 r 的最小值，使得在区域 ( , , )D S k r 内可建

立一条连接 I 和 F 的路径，即：如果能建立一条

连接子区域 Iseg 和 Fseg 的路径，那么半径 r 的值

将减小，反之亦然。 

4  仿真结果 

假定传感器节点数为 n ，以均匀分布的概率

模型随机部署在 600 m × 400 m 的矩形平面。n的

变化范围为 10～80，每次变化数为 10。当 1k = 、

2、3、4、5 时，对每个 n值分别计算 k −违反的最

大值和 k −支持的最小值，每个数据点为 100 次重

复计算的平均值。仿真结果如图 5 和图 6 所示。 

 
图 5  k−违反的最大值 

 
图 6  k−支持的最小值 

对比图 5 和图 6，可得到以下结论。 

• 当传感器节点增多时，k−违反的最大值和

k−支持的最小值均减小，可根据给定的传感

器节点数量（ n值）和覆盖度（ k 值）来估

计覆盖质量。从图 5 和图 6 中可看出，增加
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传感器节点是提高覆盖质量的重要措施。但

是当传感器节点数量增大时，覆盖质量的提

高率将会减小。因此，需要在传感器节点数

量和覆盖质量的期望值之间进行折中处理。 

• 当 k 值增大时，k−违反的最大值和 k−支持

的最小值均显著增大，由此表明当传感器

节点数量固定时，提高节点的感知半径才

能获得较高的覆盖度。 

• 当传感器节点数量相同时，k−支持的最小

值要远大于 k−违反的最大值。可以证明，

任何情况下，k−支持的最小值均不会小于

k−违反的最大值。 

5  结束语 

本文分别阐述了最差和最佳 k−覆盖问题，并

基于扩展圆盘的几何图形提出了一系列的定义和

定理，将 k−覆盖问题转化成了寻找相邻分界线的

问题，提出了解决此问题的多项式时间算法。 

本文可在 3 个方面给传感器网络的设计和管

理带来帮助：算法可在多项式时间内计算出最优

k−违反路径和最优 k−支持路径，从而合理规避或

选取网络覆盖点。当传感器网络的覆盖度要求大

于 1 时，可采用此算法来评估覆盖质量；有助于

理解覆盖度和成本间的关系。例如，如第 4 节所

述，当定义的 k 值较大时，可以采取两种措施来

确保 k−覆盖的质量：提高传感器节点的感知半径

或部署更多的传感器节点，以获取合适的 k−违反

值和 k−支持值。当然以上两种措施会提高运行成

本，可通过算法和仿真结果对此进行评估；每个

传感器节点的覆盖区域是半径相同的圆，算法还

适用于传感器节点覆盖半径不同，甚至是覆盖区

域的形状也不相同的异构传感器网络。 
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